Konstruktion und Berechnung von Spiralfeder-Endkurven von Prof. Strasser

Obwohl die Theorie der Endkurven von Phillips schon seit
dem Jahre 1861 bekannt ist, hat sich doch bis jetzt in Bezug auf
die Konstruktion dieser Kurven meines Wissens kein bemerkens-
werther Fortschritt gezeigt. Am h#iufigsten finden in der Praxis
diejenigen Kurven Anwendung, deren Ende konzentrisch zum Unruh-
mittelpunkt geformt ist, weil fast alle Uhren mit Spiralriicker versehen
und deBhalb konzentrische Endformen der Kurven nothwendig sind.

Zur Bestimmung der Kurven bedient man sich heute noch all-
gemein des bekannten, von Phillips angegebenen graphischen Ver-
fabrens, indem man versuchsweise eine beliebige Kurve, gewdhnlich
freihiindig, zeichnet und dann diese so lange verdndert, bis sie
endlich den von Phillips gefundenen Bedingungen entspricht.

So niitzlich und bequem im allgemeinen die Anwendung des
rein graphischen Verfahrens ist, so ergeben sich fir den vorliegenden
Fall bei seiner Anwendung wesentliche Ungenauigkeiten, sodaB es
wilnschenswerth ist, eine allgemeine Konstruktionsmethode zu finden,
die der genauen Berechnung zuginglich gemacht werden kann, um
den wiinschenswerthen Grad von Genauigkeit zu erreichen.

‘Wenn es ferner geliinge, solche Kurven zu finden, bei denen ein
griBeres Stiick derselben die. urspriingliche Form des anschliefenden
Spiralumganges beibehalten kionnte, so wire offenbar die Anwendung
dieser Kurven fiir die Praxis handlicher, und zugleich wiire auch der
nicht zu unterschitzende Vortheil erreicht, daB das Geflige der
Spiralfederklinge weniger gewaltsam bei der Herstellung der Kurven
beansprucht wiirde. Unter Berficksichtigung dieser Gesichtspunkte
hat der Verfasser die nachstehend beschriebenen Konstruktionen
angewandt und glaubt eine zweckentsprechende Lisung der gestellten
Aufgabe gefunden,zu haben.

Zunifichst soll die Anwendung der Konstruktionsmethode an
einigen speziellen Fillen gezeigt werden. In Fig. I ist angenommen,
daB der Radius des konzentrischen Endes der Kurve gleich dem
halben Anschlufradius der Spirale sein soll.

Man ziehe zunfchst durch den Spiralfedermittelpunkt zwei trecht-
winklig sich schneidende Linien, mache A N gleich dem halben
Spiralradius und ziehe aus dem Mittelpunkt O, sowie aus N und
einem beliebig gewihlten Punkt P Kreisbogen mit dem halben
Spiralfeder-Itadius, ziehe ferner wiederum mit dem halben Spiralfeder-
Radius aus N und P, sowie aus O und P Schnittbogen, so ergeben
sich die Einsetzpunkte I. und M. Hierauf ziehe man aus I. durch
N und P und aus M durch O und P Gerade und ziehe endlich aus
L und M mit dem #uBeren Spiralradius Bogen. so ergiobt sich die
Kurve ABCD EF. Bei dieser Kurve haben die Bogenstiicke B (! und
D E die unverinderte Form des anschlieBenden Spiralumganges, die
Bogen A B, CD und das konzentrische, vorldufig beliebig lang angenom-
mene Kurvenende ¥ F' sind mit dem halben Spiralfeder-Itadius gezogen.
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Diese Kurve erfillt bei dem beliebig angenommenen Punkt P
noch nicht die Bedingungen fiir isochronische Endkurven. Da sich
jedoch der Punkt P unter Beibehaltung derselben Konstruktion
beliebig verlegen und auch die Linge des Endstiickes EF sich
beliebig verdindern l#Bt, so kann die Kurve durch eine veriinderte
Lage des Punktes P oder durch Lingenverinderung von E F, oder
endlich durch gleichzeitige Anwendung dieser Verinderungen den
Bedingungen genau angepat -werden.

Das vorstehend beschriebene Konstruktions-Verfahren eignet sich
fir alle Kurven, deren Radius fiir das konzentrisch gelegene Ende
nicht {iber zwei Drittel des #uBeren Spiralfeder-lRadius betrigt.

Fiir den besonderen Fall, daf der Radius des konzentrischen
Kurvenendes genau zwei Drittel des dufieren Spiralfeder-Radius betrigt,
ergiebt sich noch eine Konstruktion, die besonders leicht der Rechnung
zuglnglich ist.

In Fig. 2 ist AN=0OE = PC="7/; des #uBeren Spiralfeder-
Radius, und die Lage des Punktes P ist so gewihlt, daB derselbe
auf einem Kreishogen liegt, dessen Radius N O =1/, des iuBeren
Spiralfeder-Radius ist. Aus der Zeichnung folgt ohne weiteres, dal
dann die Winkel w:; und w, ganz unabhiingig von der Lage des
Punktes P stets gleich 60 Grad sind und daB w, = 69 Grad — w, ist.

Fir Kurven, deren Endradius griBer als zwei Drittel des ZuBeren
Spiralradius ist, ergiebt sich noch eine Vereinfachung der Konstruktion,
weil dann nur vier Kreisbogen, statt fiinf, wie bei der vorigen Figur,
nothwendig sind. In Fig. 3 ist eine solche Kurve, deren Endradius
drei Viertel des Spiralradius betriigt, dargestellt. Dieselbe besteht aus
zwei Bogen, deren Radius !/:, einem Bogen, dessen Radius */, und
einem Bogen, dessen Radius gleich dem HuBeren Spiralradius ist.
Aus O ist ein Bogen, dessen RRadius O P gleich '/, des Spiralradius
ist, gezogen, auf dem der Punkt P beliehiz angenommen wurde.
Aus P und N sind die Bogen A B und ¢ und aus L der
Bogen B C gezogen. Der Punkt I ergiebt sich als Schnitipunkt
von zwei Bogen aus N und P, deren Radius gleich '/, des Spiral-
radius ist.

Bei dieser Konstrukiion 148t sich durch Verlegung des Punktes P
auf dem zugehdrigen Kreisbogen und durch Verinderung des End-
stiickes DD E die Kutve den Bedingungen fiir isochrone Endkurven
anpassen.

Vorstehend angefiihrte Konstruktionen zeigen, daB man fiir jeden
beliebigen Endradius eine Kurve finden kann, die, weil sie auf gesetz-
miilBige Weise entstanden ist, der Berechnung unterworfen und auf
jeden gewiinschten Grad von Genauigkeit gebracht werden kann.
Hieran anschliefend soll nun gezeigt werden, wie die Priifung der
Kurven durch Rechnung erfolgt.
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Nach den von Phillips apgestellten Untersuchungen hat eine
Endkurve folgenden drei Bedingungen zu entsprechen:

1. Die Kurve muB sich tangential, also ohne Knickung, an die
Spirale anschlieBen.

2. Der Schwerpunkt der Kutve muB auf einer Linie liegen, die
im Spiralmittelpunkt senkrecht auf der Linie steht, die vom Mittel-
punkt der Spirale an den AmnschluBpunkt der Kurve gezogen ist.

3. Das Produkt aus der Entfernung des Schwerpunktes der
Kurve vom Mittelpunkt mit der Linge der Kurve muf dem Quadrate
des #uBleren Radius der Spirale gleich sein.

Fiir archimedische Spiralen ergeben sich nach den Untersuchungen
des Herrn Jul. GroBmann in Locle fiir die beiden letzten Bedingungen
einige kleine Veriinderungen, auf die iech bei den folgenden Be-
rechnungen zuriickkommen werde. Die erste dieser drei Bedingungen
ist durch die angegebenen Konstruktionen ohne weiteres erfiillt.
Bezeichnet man die Linie, die durch den Spiralmittelpunkt und
den AnschluBpunkt der Kurve geht, als die x-Achse, die im Mittel-
punkt der Spirale darauf errichtete Senkrechte als die y-Achse, so
lassen sich die Bedingungen 2 und 3 auch wie folgt ausdriicken:

Das Moment der Kurve in Bezug auf die y-Achse muB gleich
Null und in Bezug auf die x-Achse gleich »? sein, wenn » den Radius
der Spirale bezeichnet. Statt des Momentes der ganzen Kurve lift
sich auch die algebraische Summe der Momente der Kurvenbestand-
theile einsetzen.

Es soll nun zuniichst ein allgemeiner Ausdruck fiir die
Schwerpunktskoordinaten eines Kurvenstiickes entwickelt werden.
In Fig. 4 sei A BCD ein Kurvenstiick, das aus den drei Bogen

AB, BC und CD zusammengesetzt ist, deren Mittelpunkte N, L
und P sind. S sei der Schwerpunkt des Bogens C'D und daher
OK=x und KS=y dessen Koordinaten. Die aufeinander folgen-
den Radien N 4, . B, P C seien ¥y Ty 7y, und z, sei die Entfernung
des Schwerpunktes S vom zugehirigen Bogenmittelpunkt P, endlich
sei » der Radius O A der Spirale,



HEs ist nun OK=x=0N-+ NG+ LH -+ PJ
KS=y=GL +~ HP-+J8S,
oder wenn w,, w,, w, die Winkel der aufeinander folgenden Bogen

bezeichnen, ist:
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Diese Formeln haben bei gehiriger Beriicksichtigung der Vor-
zeichen der trigonometrischen Funktionen in den verschiedenen
Quadranten ganz allgemeine Giiltigkeit.

Die Winkel w;, ws, w,....w, lassen sich auf Grundlage der
Konstruktion ebenfalls durch Rechnuog bestimmen. 1n Fig. 1 seien
@, b die. Koordinaten des beliebig gewiihlten Punktes P.

Man hat dann fir NP =¢

IL y={(r

c= V(a Fr—r)24
und fiir OP =
d= 1/.112 bt
Da ferner allgemein LN == » — », und OM = r, — ry ist, so folgt:
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Ferner hat man fir die < POQ =« und <t PNQ =7
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Nunmehr ergiebt sich ohne weiteres:
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H'2 "
wy = 00° — o 20% — 2' —(a— )

oder

s ) w
wy = 180° — (2 i 2‘ i ”—ﬂ)
Der Winkel ; wird zuniichst heliebig gewihlt.
Fiir die in Fig. 3 dargestellte Konstrukiion ergeben sich folgende
Woerthe fiir die gesuchten Winkel: < DOH = ¢, dessen Schenkel

(D den beliebigen Punkt P bestimmt, kann als gegeben angenommen
werden,

Da ferner OP=r,—; und ON =, —, ist, so folgt fiir
< PNH=§
(rg —7y) sin «
(r—my) 4 Ly —rg) cos «
Fiir NP = ¢ hat man dann
(rg — 1) sin e
sin ¥

tgf=

L=

"
Es ist dann sin — =

3 woraus weiter folgt:
2~ 2(—r) g

w, = 90° 2 8

Wy Wy |
wy = 90° — o (e — 3) =90 — (T- o — g’)
Der Winkel w; ist zunichst beliebig anzunehmen.

Fiir die Schwerpunkts-Entfernungen z;, z,, z; u. s. w. von den
Mittelpunkten der aufeinander folgenden Bogen ergiebt sich:

27y sin 21, sin
2y = o E—
i,
2, sin 2“ .
g = 7 u. & W
worin fiir w,, ws . . .. die Bogenwerthe dieser Winkel fiir den
Radins = 1 einzusetzen sind.

In den Figuren sind, um eine Anhiufung von Linien zu ver-
meiden, die Koordinaten der aufeinander folgenden Bogenschwerpunkte
nicht eingezeichnet. Denkt man sich dieselben gezogen und der
Reihe nach mit @y, a3, @3 . . . . . ¥2, ¥y - . - . bezeichnet, so er-
geben sich nach den unter I und II allgemein entwickelten Formeln
fiir Fig. 1 die auf Seite 241 abgedruckten Werthe.
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Bei der Daurchfiihrung der Rechnung ergiebt sich eine Probe
fir die Richtigkeit, da die ersten fiinf Glieder von x. sowohl als die
ersten vier Glieder von y, gleich Null sein miissen, weil der Mittel-
punkt des letzten Bogens mit dem Nullpunkt des Koordinatensystems
zusammen fillt.

y Wy
Es ist also: &; = z; cos ( Wy = Wa - 0 T Wy 7)

N w.
und y; = z, sin (“-‘1 R T o R >)

Nachdem die Koordinaten ermittelt sind, lassen sich die Schwer-
punktsmomente der aufeinander folgenden Bogen bestimmen, und man
hat gem#iB den Bedingungen fiir die DPhillips'schen Kurven die
SechluBgleichungen;

ML @y rpwy - aerg e b yrg ey by rgwy + a0, =0
1v. Yol Wy Y e Wy : W 1y Wy f Yy ¥y W0y i s ¥, Wy = y?
worin flir w, w: . . . . die Bogenwerthe fir den Radius = 1 zu
setzen sind.
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Die Lage des Punktes P mufl so lange verdndert werden, bis
obige Gleichungen erfiillt sind. Mitunter 1iBt sich auch schon durch
Kiirzung oder Verliingerung des SchluBbogens, dem der Winkel -, ent-
spricht, der gewiinschte Erfolg erzielen.

Um sich die Rechnungsarbeit zu erleichtern, kann man bei den
ersten Versuchskurven das bekannte Verfahren von Phillips anwenden,
um zunfichst zu einem angeniherten Werth zu gelangen. Bei der
darauffolgenden Versuchsrechnung geniigt es, die Winkel wy, wy ... .
durch den Transporteur zu ermitteln. Nach geniigender Anniherung
empfiehlt es sich erst, diese Winkel durch die angegebenen Formeln
zu bestimmen.

Fiir die flache Spirale erfahren die Gleichungen III und IV eine
kleine Verinderung. Nach den Entwicklungen des Herrn Jul.
GroBmann in Locle, sind die Momente fir die #uBere Kurve
—27ra und **— 1,6 a%, worin » den #uBeren Spiralradius fiir den
AnschluBpunkt der Kurve bezeichnet und a gleich dem Abstande der
Spiralgiinge, dividirt durch 2.3,1416 ist. Gleichung I1I miifte also
fir die &uBere Kurve — 2 ya, und Gleichung IV »* — 1,5 a® ergeben.

Fiir die innere Kurve sind die Momente 2ra und — »* - 1,5 a2,
worin » den inneren Radius der Spirale fiir den Punkt bezeichnet,
in dem sich die innere Kurve anschlieBt. Is wiirde also dann
Gleichung 111: 27a und Gleichung 1V: — #2 1,5 a® ergeben.

Nach der in dieser Abhandlung dargelegten Methode habe ich
eine grifiere Zahl von Kurven, sowohl fiir cylindrische, als fiir flache
Spiralen konstruirt und berechnet und damit sehr gute Gang-
resultate erzielt. Die nach dieser Methode hergestellten Spiralkurven
lieBen sich leicht ausfiihren und bequem auf ihre Richtigkeit priifen.
Diese Abhandlung enthilt einen Theil des Ergebnisses meiner Unter-
suchungen {iber Spirale und Unruh, die ich fir die von Herrn

Geh. Regierungsrath Prof. Dr. Foerster gegriindete Vereinigung fiir
Chronometrie ausgefiihrt habe.



